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Аннотация. Обсуждаются свойства оператора обобщенного сдвига, порожденного ве-
сом Якоби ϕ(α,β)(x) = (1 − x)α(1 + x)β , α, β > −1, на отрезке [−1, 1]. Оператор обоб-
щенного сдвига применяется в исследовании неравенства Никольского для алгебраиче-
ских многочленов на отрезке [−1, 1] между равномерной нормой и нормой пространства
L
(α,β)
q (−1, 1), 1 6 q <∞, с весом Якоби при α > β > −1/2, α > −1/2. Обоснование приве-
денных здесь результатов содержится в работe авторов [2]. Для ультрасферического веса,
а точнее, в случае α = β > −1/2 подобные результаты были получены авторами в [1].
1. Обозначения. При 1 6 q <∞ для α, β > −1 обозначим через L(α,β)q = L(α,β)q (−1, 1)
пространство измеримых на (−1, 1) комплекснозначных функций f таких, что функция












1/q , λ(α, β) = 1∫
−1
ϕ(α,β)(x) dx. (1)
Пространство L(α,β)2 является гильбертовым со скалярным произведением







f(x) g(x)ϕ(α,β)(x)dx, f, g ∈ L(α,β)2 . (2)
Наряду с L(α,β)q рассмотрим классическое пространство C = C[−1, 1] (комплекснозначных)
непрерывных функций на отрезке [−1, 1] с равномерной нормой
∥f∥C[−1,1] = max{|f(x)| : x ∈ [−1, 1]}.
2. Оператор обобщенного сдвига. Оператор обобщенного сдвига изначально опре-
деляется в пространстве L(α,β)2 , исходя из разложения функций по системе многочленов
Якоби.
Пусть Rν = R
(α,β)
ν , ν > 0, есть система алгебраических многочленов Якоби степени ν,
ортогональных на отрезке [−1, 1] c весом Якоби, а точнее, ортогональных относительно
скалярного произведения (2) и нормированных условием Rν(1) = 1, ν > 0 (см., например,
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[3, гл. IV], [4, гл.VII]). В случае α > β > −1, α > −1/2 многочлены Якоби удовлетворяют
соотношению (см. например, [3, гл.VII, § 7.32, теорема 7.32.1], [4, гл.VII, § 2, теорема 7.1])
max{|Rν(x)| : x ∈ [−1, 1]} = Rν(1) = 1, ν > 0.
Если же выполняется более жесткое условие α > β > −1, α > −12 , то при ν > 1 имеет
место более сильное свойство (см. [3, §§ 4.2, 7.31, 7.32], [4, гл.VII, § 2, теорема 7.1])
|Rν(x)| < Rν(1) = 1, x ∈ [−1, 1).
Система многочленов Якоби {Rν}ν>0 образует ортогональный базис в L(α,β)2 . Произ-


















δνfνgν , δν = (Rν , Rν) = ∥Rν∥2L(α,β)2
. (4)









Оператором обобщенного сдвига с шагом t ∈ [−1, 1] называется линейный оператор Θt,





Довольно очевидно, что при α > β > −1, α > −1/2 для любого t ∈ [−1, 1]
оператор обобщенного сдвига Θt является линейным ограниченным оператором в
пространстве L(α,β)2 и имеет единичную норму: ∥Θt∥L(α,β)2 →L(α,β)2 = 1. Более того, если
α > β > −1, α > −1/2, t ∈ [−1, 1), то норма оператора Θt достигается лишь на функциях,
совпадающих с некоторой константой (почти всюду) на (−1, 1).
Оператор Θt = Θ
(α,β)
t формулой (5) определен, в частности, на множестве P всех
алгебраических многочленов с комплексными коэффициентами. Множество P плотно
в пространстве L(α,β)q , 1 6 q < ∞; в связи с этим оператор Θt = Θ(α,β)t продолжается
(единственным образом) до линейного ограниченного оператора в пространстве L(α,β)q
при 1 6 q <∞. Значение t = 1 не представляет интереса, поскольку оператор Θ1 есть
единичный оператор, поэтому в последующих рассуждениях это значение исключено.
Важным инструментом изучения и использования оператора обобщенного сдвига яв-
ляется интегральное представление; таких представлений в настоящее время существует
несколько. Они базируются на так называемых теоремах (формулах) умножения для мно-
гочленов Якоби. Вероятно, впервые формула умножения была найдена А. М.Лежандром
в 1817 году для многочленов, которые сейчас называются многочленами Лежандра
(α = β = 0). В 1874 году Л. Гегенбауэр получил (см. [5, гл.XI, § 11.5]) формулу умножения
для ультрасферических многочленов (α = β > −1/2). К настоящему времени этой тема-
тике посвящено большое число исследований; см., например, [6, 7] и приведенную там
библиографию.
Для многочленов Якоби одной из наиболее известных является теорема умножения
Т.Курнвиндера [8]. В алгебраической форме она состоит в том, что для целого ν > 0 при
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Rν (U(t, x, ρ, ξ)) (1− ρ2)
α−β−1
ρ2β+1 (1− ξ2)β−1/2 dξdρ, (6)




1− x2 + 1
2






(1− ρ2)α−β−1 ρ2β+1(sin ζ)2βdζdρ =
√
π Γ (α− β) Γ (β + 1/2)
2Γ(α+ 1)
.
При фиксированных t, x множество значений I(t, x) функции (7) по переменным
(ξ, ρ) на прямоугольнике Π = {(ξ, ρ) : ξ ∈ [−1, 1], ρ ∈ [0, 1]} является отрезком I(t, x) =
= [a(t, x), b(t, x)], с концами
a(t, x) =
{





1− x2 , x+ t > 0. (8)




1− x2 . (9)
Для обосновании следующего утверждения при α > β > −1/2 используется форму-
ла (6). При α > β = −1/2 для его обоснования используется известное выражение много-
членов Якоби R(α,−1/2)ν через ульрасферические многочлены (см. [3, гл. IV, § 4.1, форму-
ла (4.1.5)]) и формула умножения для ульрасферических многочленов (см., например, [7,
формула (5.1)], [5, гл. XI, §11.5]).








(α,β)(t, x, u)du, (10)
в которой ядро F (α,β)(t, x, u) непрерывное, положительное на множестве {(t, x, u) :
x ∈ (−1, 1), t ∈ [−1, 1), u ∈ (a(t, x), b(t, x))} и обладает свойством
b(t,x)∫
a(t,x)
F (α,β)(t, x, u)du = 1.
Формулу (10) можно считать уточнением формул умножения, которые раньше получи-
ли Р.Аскей и С. Ваингер [9], Дж. Гаспер [10]. Довольно стандартным образом из теоремы 1
вытекает следующее утверждение.









f (u)F (α,β)(t, x, u)du, f ∈ L(α,β)q . (11)
Г.Бавинк [11], используя результат Дж. Гаспера [10], сделал вывод, что если
α > β > −1/2, α > −1/2, то при любом t ∈ (−1, 1) оператор обобщенного сдвига Θt
является линейным ограниченным оператором в пространстве L(α,β)q , 1 6 q 6 ∞, и
имеет единичную норму: ∥Θt∥L(α,β)q →L(α,β)q = 1. Важным для нас является вопрос об
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экстремальных функциях, на которых достигается норма оператора. Для исследования
этого вопроса авторы использовали теорему 2, в которой описан носитель ядра
представления.
Относительно (комплекснозначной) функции f, определенной на некотором множестве
G, будем говорить, что она сохраняет знак на G, если существует число ζ ∈ C, |ζ| = 1,
такое, что ζf > 0 почти всюду на G; в этом случае число ζ будем называть знаком функции
f на G.
При −1 6 t < 1, α > β > −1/2, обозначим через F[t] = F(α,β)[t] множество функций
f ∈ L(α,β)1 , которые при каждом x ∈ (−1, 1) на отрезке I(t, x) сохраняют знак (вообще го-
воря, зависящий от отрезка). Если −1 6 t 6 0, то F[t] совпадает с множеством функций из
L
(α,β)
1 , сохраняющих знак на (−1, 1). При 0 < t < 1 функции, сохраняющие знак на (−1, 1),
конечно, принадлежат классу F[t]; однако, обратное неверно. Тем не менее, если функция
отлична от нуля (почти всюду) на (−1, 1), то, эта функция принадлежит множеству F[t]
в том и только том случае, если она сохраняет знак на (−1, 1).
Теорема 3. При α > β > −1/2, 1 6 q <∞, t ∈ [−1, 1) справедливы следующие утверж-
дения.
(1) Оператор обобщенного сдвига Θt является линейным ограниченным оператором в
пространстве L(α,β)q и имеет единичную норму .
(2) При 1 < q < ∞ норма оператора Θt достигается на функции f ∈ L(α,β)q в том и
только том случае, если f есть константа почти всюду на (−1, 1).
(3) При q = 1 множество функций, на которых достигается норма оператора Θ(α,β)t
в пространстве L(α,β)1 , совпадает с множеством F[t] = F(α,β)[t]. В частности, если функ-
ция отлична от нуля (почти всюду) на (−1, 1), то на этой функции норма оператора
достигается в том и только том случае, если функция сохраняет знак (почти всюду)
на (−1, 1).
2. Неравенство Никольского. Пусть Pn = Pn(C), n > 0, есть множество алгебраи-
ческих многочленов одного переменного степени (не выше) n с комплексными коэффици-
ентами. Обозначим через Mn =M
(α,β)
n,q наилучшую (наименьшую возможную) константу в
неравенстве
∥pn∥C[−1,1] 6Mn ∥pn∥L(α,β)q (−1,1), pn ∈ Pn. (12)
Одна из целей данной заметки состоит в исследовании экстремальных многочленов нера-
венства (12), т. е. многочленов ρn ∈ Pn, ρn ̸≡ 0, на которых это неравенство обращается
в равенство. В частности, будет изучаться свойство единственности экстремальных мно-
гочленов. Если ρn – экстремальный многочлен неравенства (12) и любой другой экстре-
мальный многочлен имеет вид cρn, c ̸= 0, то будем говорить, что ρn – единственный
экстремальный многочлен неравенства (12).
Неравенство (12) является конкретным вариантом неравенства разных метрик или
неравенства Никольского [12], см. также [13]. Первые результаты в этой тематике полу-
чили П.Л. Чебышев и его ученики братья А.А. и В. А.Марковы. К настоящему времени
точным неравенствам для алгебраических многочленов и родственным, близким неравен-
ствам для тригонометрических полиномов посвящено большое число исследований, см.
монографии [14–18], статьи [1, 2, 19, 20], и приведенную в них библиографию.
Опишем более подробно известные на данный момент результаты, относящиеся к
неравенству (12). А.Лупас [21] получил точное неравенство (12) (т. е. нашел значение
наилучшей константы и выписал экстремальный многочлен) при q = 2 для веса Якоби
со значениями пераметров α, β > −1/2. В случае α = β = −1/2 вес Якоби называют
весом Чебышева. Неравенство (12) для веса Чебышева можно переписать в виде класси-
ческого неравенства Никольского между равномерной нормой и Lq-нормой (с единичным
весом) на множестве тригонометрических полиномов порядка (не выше) n. Вероятно,
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впервые такое неравенство изучал Д.Джексон (1933, q = 2). В настоящее время доволь-
но полно исследован случай q = 1; этот вариант неравенства разных метрик изучали
С.Б. Стечкин, Л.В. Тайков, В.Ф.Бабенко, В.А.Кофанов, С.А.Пичугов, Д.В. Горбачев;
см. статьи [22–24] и приведенную в них библиографию. П.Ю.Глазырина и И.E.Симонов
[25] в неравенстве (12) для веса Чебышева при q = 1 построили экстремальный многочлен,
доказали его единственность и показали, что его равномерная норма достигается в кон-
цевой точке отрезка [−1, 1].
При исследовании неравенства (12) можно ограничиться случаем α > β. Кроме того,
наши методы применимы лишь при α, β > −1/2. Поэтому в дальнейшем в большинстве
ситуаций мы будем предполагать, что α > β > −1/2.
Наряду с неравенством (12) в качестве вспомогательного, однако, представляющего и
самостоятельный интерес будет рассматриваться неравенство
|p(1)| 6 Dn ∥p∥L(α,β)q , p ∈ Pn, (13)
с наилучшей константой Dn = D
(α,β)
n,q . Ясно, что Dn 6Mn. Как будет следовать из дальней-
шего, на самом деле, по крайней мере, при α > β > −1/2 имеет место равенство Dn =Mn.
Для веса Якоби ϕ(α+1,β)(x) = ϕ(α,β)(x)(1 − x) = (1 − x)α+1(1 + x)β, параметра q,
1 6 q <∞, и целого n > 1 обозначим через ϱn = ϱ(α+1,β)n,q многочлен порядка n с единичным
старшим коэффициентом, наименее уклоняющийся от нуля в пространстве L(α+1,β)q , т. е.
многочлен ϱn, являющийся решением задачи
min{∥pn∥L(α+1,β)q : pn ∈ P
1
n} = ∥ϱn∥L(α+1,β)q , (14)




k степени n, старший коэффици-
ент которых равен 1.
Многочлены, наименее уклоняющиеся от нуля, впервые появились в исследованиях
П.Л. Чебышева. Он нашел (1854) многочлен c фиксированным старшим коэффициен-
том, наименее уклоняющийся от нуля в пространстве C[−1, 1]; это многочлен, кото-
рый в настоящее время называют многочленом Чебышева первого рода. А. Н.Коркин
и Е.И. Золотарев (1873) решили такую задачу в L(−1, 1); здесь экстремальным являет-
ся многочлен Чебышева второго рода. В последующем Е.И. Золотарев, Я.Л. Геронимус,
Ф.Пейерсторфер, В.Э. Гейт, А.Л.Лукашов, И.Е. Симонов и многие другие исследовали
алгебраические многочлены и тригонометрические полиномы с несколькими фиксиро-
ванными старшими коэффициентами и некоторыми другими ограничениями, наименее
уклоняющиеся от нуля в равномерной и интегральной нормах; см. библиографию в [1, 25].
Решение задачи (14) при q = 2 хорошо известно (см., например, [21], [26, § 2.1]), а
именно, в этом случае решением будет многочлен Якоби R(α+1,β)n порядка n, поделенный
на старший коэффициент. В случае q = 1 при целых значениях α и β задача (14) сво-
дится к исследованию системы n полиномиальных уравнений от n неизвестных корней
экстремального многочлена, которую, по крайней мере, для малых n удается решить
непосредственно или с помощью построения базиса Гребнера.
Следующее утверждение является одним из основных в данной статье.
Теорема 4. При α > β > −1/2, 1 6 q < ∞, n > 1 справедливы следующие утвержде-
ния.
1. Наилучшие константы в неравенствах (12) и (13) совпадают:
M (α,β)n,q = D
(α,β)
n,q .
2. Многочлен ϱn, наименее уклоняющийся от нуля относительно нормы простран-
ства L(α+1,β)q , является единственным экстремальным многочленом как неравен-
ства (12), так и неравенства (13).
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3. Многочлен ϱn, а значит и любой экстремальный многочлен неравенства (12), до-
стигает равномерной нормы только в точке x = 1.
Существенным шагом обоснования теоремы 4 является доказательство того факта, что
экстремальный многочлен неравенства (12) достигает равномерной нормы лишь в правой
концевой точке 1 отрезка. Для обоснования этого факта применяется оператор обобщенно-
го сдвига, порожденный весом Якоби, необходимые свойства которого обсуждались выше.
Для ультрасферического случая β = α > −1/2 утверждение, аналогичное теореме 4,
было доказано в работе авторов [1]. Для значения параметра α = m−32 , m – целое, m > 3,
такое утверждение доказано ранее в [27] параллельно с изучением неравенства Николь-
ского между равномерной нормой и Lq-нормой алгебраических многочленов на единичной
сфере евклидова пространства Rm, m > 3.
Теорема 4 сводит проблему исследования неравенства (12) к существенно более про-
стой, по нашему мнению, задаче (14). Следующее утверждение довольно простое и спра-
ведливо, на самом деле, в существенно более общей ситуации [27].
Лемма 1. При n > 1, α, β > −1, 1 6 q < ∞ многочлен ϱn является единственным
экстремальным многочленом неравенства (13).
3. Доказательство теоремы 4. Применение оператора обобщенного сдвига в экстре-
мальной задаче (12) для алгебраических многочленов, а точнее, в обосновании теоремы 4,
мы считаем одним из основных результатов данного нашего исследования. Доказательство
теоремы короткое и мы его сейчас приведем.
Для наилучших констант в неравенствах (12) и (13) справедливо неравенство Dn 6Mn.
Покажем, что на самом деле они совпадают. Воспользуемся оператором обобщенного
сдвига (5). Пусть f ∈ Pn = Pn(C) и равномерная норма f достигается в некоторой
точке t ∈ [−1, 1]. Из определения (5) видно, что функция g(x) = (Θtf)(x) также является
многочленом порядка n и обладает свойством g(1) = f(t). Применяя неравенство (13) и
теорему 3, получаем
∥f∥C = |f(t)| = |g(1)| 6 Dn∥g∥L(α,β)q 6 Dn∥f∥L(α,β)q . (15)
В силу произвольности f ∈ Pn отсюда следует неравенство Mn 6 Dn. Равенство Mn = Dn
проверено.
Напомним, что через ϱn обозначен многочлен, который дает решение задачи (14).
В силу леммы 1 он является единственным экстремальным в неравенстве (13). Имеем
Dn ∥ϱn∥L(α,β)q = |ϱn(1)| 6 ∥ϱn∥C 6Mn ∥ϱn∥L(α,β)q .
Отсюда с учетом равенства Mn = Dn следует, что
∥ϱn∥C = |ϱn(1)|
и многочлен ϱn является экстремальным в неравенстве (12).
Нам осталось проверить, что ϱn – единственный экстремальный многочлен неравенства
(12). Если экстремальный многочлен fn неравенства (12) достигает равномерной нормы
в концевой точке x = 1 отрезка, то он будет экстремальным и в неравенстве (13). В силу
леммы 1 такой многочлен с точностью до мультипликативной константы совпадает с ϱn.
Убедимся, что никакой экстремальный многочлен неравенства (12) не может достигать
равномерной нормы на полуинтервале [−1, 1). Будем рассуждать от противного. Предпо-
ложим, что экстремальный многочлен fn ∈ Pn неравенства (12) достигает равномерной
нормы в точке t ∈ [−1, 1). На многочлене fn должны обратиться в равенства оба нера-
венства в (15) и, в частности, второе неравенство. А это означает, что на многочлене fn
достигается норма оператора Θt. В силу теоремы 3 при 1 < q < ∞ многочлен fn есть
тождественная константа, а при q = 1 многочлен fn сохраняет знак на (−1, 1). Сейчас
важно, что в обоих случаях многочлен fn сохраняет знак на (−1, 1). В силу свойства
42 В.В. Арестов, М.В. Дейкалова
положительности оператора обобщенного сдвига, многочлен gn = Θtfn также сохраняет
знак на (−1, 1).
На многочлене fn первое неравенство (15) должно обратиться в равенство. Следова-
тельно, многочлен gn = Θtfn является экстремальным в неравенстве (13). В силу свойства
единственности экстремального многочлена многочлен gn лишь мультипликативной кон-
стантой отличается от ϱn. Многочлен ϱn имеет n перемен знака на (−1, 1). Поэтому gn
не может сохранять знак на (−1, 1). Полученное противоречие показывает, что в случае
α > β > −1/2 экстремальный многочлен неравенства (12) не может достигать равномерной
нормы на полуинтервале [−1, 1). Теорема 4 доказана.
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